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§1. 素イデアルの Milnor 不変量
1.1. 話を約半世紀前の Milnor の学位論文 ([Mi1], [Mi2]) から始めます.Milnor
は, S^{3} 内の  r 成分絡み目  L=K_{1}\cup\cdots\cup K_{r} に対し,イソトピー不変量 (Milnor 不
変量と呼ばれる)
 \mu(i_{1}\cdots i_{n}) (1\leq i_{1}, \ldots, i_{n}\leq r)
を導入しました.例えば,  \mu(12) は  K_{1} と  K_{2} のGauss のまつわり数([GGa]) に一致し
ます :
 \mu(12)=1k(K_{1}, K_{2}) .
これより,一般の Milnor 不変量は高次まつわり数とも呼ばれます.  \mu(i)  :=0,  \mu(i_{j})
は整数ですが,  I=(i_{1}\cdots i_{n}) の長さ  |I|=n が3以上の場合は,  I の任意の真部分列
の置換  J に対し  \mu(J)=0 なるときに,  \mu(I) は整数値として定義されます.一般に
は,  \mu(I) は  \mathbb{Z} のある商環に住んでいます.
例.  L=K_{1}\cup K_{2}\cup K_{3} を下の絵のようなBorromean環とします :
 K 2
絵からわかるように,すべてのまつわり数  \mu(ij)=0(1\leq i\neq j\leq 3) . 従って,まつ








の構造,より正確には,そのべき零商  G_{L}/G_{L}(n)(G_{L}(n) は  G_{L} の中心降下列の  n番目
の項,i.e.,  G_{L}(1)  :=G_{L},  G_{L}(n+1)  :=[G_{L}, G_{L}(n)]) の構造定理です.Milnor([Mi2])
は,  G_{L}/G_{L}(n) が  K_{i} のメリディアン  x_{i} たちで生成され,関係式  [x_{i}, y_{i}]=1 (跳は  K_{i}
のロンジテユード) で与えられることを示しました.Milnor 不変量  \mu(1\cdots n) は腕
のMagnus 展開における  X_{1} . . .  X_{n-1} の係数として定義されます.
村杉  ([Mu]) は,被覆空間の言葉で Milnor 不変量を記述しました.以後,可換環
 R と自然数  n に対し,
 H_{n}(R)  :=\Vert 001  *1.\cdot  **.\cdot.  01  ***1:\backslash /  |n次べき単上3角行列,  *\in R}.
とおきます.  |I|<n なら  \mu(I)=0 と仮定します.このとき,  K_{1} , . . . ,  K_{n-1} 上で分岐
する  S^{3} の  H_{n}(\mathbb{Z}) ‐被覆  M_{n}arrow S^{3} が存在し,
 \mu(1\cdots n)=K_{n} に沿うモノドロミー
と解釈されます.ここで,仮定より,モノドロミーは被覆変換群  H_{n}(Z) の中心  =\mathbb{Z}
に入ることに注意します.
まつわり数  \mu(12) は  K_{1} を張る曲面と  K_{2} の交点数としても定義されますが, こ
の見方をコホモロジー的に一般化して,Milnor 不変量は Massey 積(高次カップ積)
としても解釈されます  ([P], [T]) .
1.2. 数論側に移ります.結び目と素イデアルの類似
 S^{1}gS^{3}=\mathbb{R}^{3}\cup\{\infty\}  rightarrow  \{(p)\}={\rm Spec}(\mathbb{Z}/(p))\mapsto{\rm Spec}(\mathbb{Z})U {oo}
に基づき,1999年,素イデアルたち  S=\{(p_{1}), . . . , (p_{n})\},  p_{i}\equiv 1mod 2 , に対し,
 mod 2 Milnor 不変量
 \mu_{2}(i_{1}\cdots i_{n}) (1\leq i_{1}, \ldots, i_{n}\leq r)




これより,一般の  mod 2 Milnor 不変量  \mu_{2}(1\cdots n) に対し,
 [(p_{1}), . . . , (p_{n})]:=(-1)^{\mu_{2}(1\cdots n)}
は高次の平方剰余記号と呼ばれるべきものになります  (n重平方剰余記号と呼ぶこ
とにします).絡み目の場合と同様,  \mu_{2}(I) は,  I の任意の真部分列の置換  J に対し
 \mu(J)=0 なるときに,  \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}-値として定義されます.
(注) [  (p_{1}) , . . . , (pn)] は  [p_{1}, . . . p_{n}] と書いても構いませんが,あえて  (  ) をつけてい
るのは,結び目の類似は素イデアル (p) で,素数  P は結び目を張る曲面の類似である
ことをはっきりさせるためです.符号  \pm p は曲面の向きに対応.
例.  S=\{(p_{1}), (p2), (p3)\} を  p_{i}\equiv 1mod 4(i=1,2,3) なる3つの素イデア)  \ovalbox{\tt\small REJECT} の
集合とし,  1\leq i\neq j\leq 3 に対し,  \mu_{2}(ij)=0 , すなわち,  ( \frac{p_{i}}{p_{j}})=1 と仮定します.この
とき,トリプル平方剰余記号  [(p_{1}), (p2), (p3)] が定義されますが,これは Rédei  ([R])
が1939年に導入した記号  \{p_{1}, p2, p_{3}\} に一致することが示されます  ([Mo1]\sim[Mo4]) :
 [(p_{1}), (p_{2}), (p_{3})]=\{p_{1},p_{2},p_{3}\}.
これより,  [(p_{1}), (p_{2}), (p_{3})]=1 は,  (p_{3}) がRédei の拡大
 R_{3}:=\mathbb{Q}(\sqrt{p_{1}}, \sqrt{p_{2}}, \sqrt{x+y\sqrt{p_{1}}})
において完全分解する,という数論的意味をもっています.ここで,整数  x,  y は
 x^{2}+p_{1}y^{2}=p_{2^{Z^{2}}} のある整数解で,  R_{2} は  p_{1},p_{2},  \infty の外で不分岐な  \mathbb{Q} の8次2面体拡
大で,  p_{1} , p2の分岐指数は2なるものとして一意的に決まる体であることに注意しま
す.例えば,  (p_{1},p2,p_{3})=(5,29,181),  (13,61,937) , . . . は  \mu_{2}(ij)=0(1\leq i\neq j\leq 3)
かつ  \mu_{2}(123)=1 を満たす素数の3組です (Borromean primes と呼ばれます) :
@ 2)
多重平方剰余記号,すなわち,  mod 2 Milnor 不変量を定義するためにカギとな
る事柄は,分岐条件付き副‐  2 Galois 群
 G_{S}^{pro-2}:=\pi_{1}^{pro-2}({\rm Spec}(\mathbb{Z})\backslash S)
の構造に関する Koch の定理です.Koch([Kc; 11.4]) は,  G_{S}^{pro-2} が  (p_{i}) 上のモノドロ
ミー銑たちで生成され,関係式  x_{i}^{p_{i}-1}[x_{i}, y_{i}]=1 軌は  (p_{i}) 上の Frobenius 置換) で与
えられることを示しました.  mod 2 Milnor 不変量  \mu_{2}(1\cdots n) は阪の  mod 2 Magnus
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展開における  X_{1}\cdots X_{n-1} の係数として定義されます.
多重平方剰余記号は拡大体の言葉で次のように記述されます ([Mo3]∼[Mo5]).
 |I|<n なら  \mu_{2}(I)=0 と仮定します.このとき,  (p_{1}) , . . . ,  (p_{n-1}) 上でのみ分岐する
(分岐指数  =2 )  H_{n}(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}) ‐拡大  R_{n}/\mathbb{Q} が存在し,
 [(p_{1}), . . . , (p_{n})]  :=(p_{n}) に沿うモノドロミー  :=(p_{n}) 上の Frobenius 置換
と解釈されます.ここで,仮定より,Frobenius 置換は Galois 群  H_{n}(\mathbb{Z}/2Z) の中心
 =\{\pm 1\} に入ることに注意します.従って,
 [(p_{1}), . . . , (p_{n})]=1\Leftrightarrow(p_{n}) は  R_{n} で完全分解.
 R_{2}=\mathbb{Q}(\sqrt{p_{1}}),  R_{3}= Rédei 拡大となります.
1.3. 数論的 Milnor 不変量に関する基本的な (未解決) 問題として次の3つの問
が挙げられます.
問1.  n\geq 4 に対し,  [(p_{1}), . . . , (p_{n})] の数論的な意味は何か? 拡大体  R_{n} を具体的に
構成せよ.
問2.  \zeta_{m}=e^{2\pi\sqrt{-1}/m} を含む代数体  k の素イデアル  p_{1} , . . . ,  \mathfrak{p}_{n},  N\mathfrak{p}_{i}\equiv 1mod m , に
対して,mod  m Milnor 不変量  \mu(1\cdots n) と  n 重  m べき剰余記号
 [\mathfrak{p}_{1}, . . . , \mathfrak{p}_{n}]=\zeta_{m}^{\mu_{m}(1\cdots n)}
を定義せよ.その数論的意味,  k 上の拡大体  R_{n}(k)(R_{n}=R_{n}(\mathbb{Q})) の具体的構成?
問3. 1, . . . ,  n の置換  S\ovalbox{\tt\small REJECT}こ対し,  [\mathfrak{p}_{\mathcal{S}}(1), . . . \mathfrak{p}_{s(n)}] たちの問の関係は?
コメント.
問1.  R_{n} を系統的に構成する自然な方法があるのでは? とよく聞かれるのですが,
私は (今の所) 分かりません.§2で伊原理論におけるトリプル記号の解釈を与えま
すが,その動機の一つは,  \mathbb{P}^{1} の分岐被覆の系列を使って  R_{n} を系統的に構成できな
いか? という期待がありました.
問2. トポロジー側では,より一般の3次元多様体内の絡み目に対しても Milnor 不





問3. これは平方剰余の相互法則の拡張にあたるので,重要な問題ですが,  n=2
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の場合 (べき剰余の相互法則),  n=3 かつ  m=2 の場合 (Rédei の相互法則) を除
いて未解決です.関連して,多重 (反復)Gauss 和を定義することも興味ある問題で
す.(注:  R_{n}(k)/k はべき零拡大なので,Langlands の非可換相互法則は出来ていま
す(Arthur‐Clozel). それから上記の意味の多重べき剰余記号の相互法則が導かれる
わけではありません.別方向の話です.)
1.4. 上に挙げた問題について最近の (部分的) 結果の概略を紹介します.
問1の  n=4 の場合,天野郁弥  ([Am1]) は  R_{4} を具体的に構成し,4重平方剰余
記号の数論的意味付けを与えました.例えば,  (p_{1},p_{2},p_{3},p_{4})=(5,101 ,8081, 449  ) の
とき,
[  (p_{i}) , (pj)]  =1, [  (p_{i}) , (pj), (pk)]  =1 (  i,  j,  k は相異なる),  [(p_{1}), (p_{2}), (p_{3}), (p_{4})]=-1
 R_{4}=\mathbb{Q}(\sqrt{5}, \sqrt{101}, \sqrt{8081}, \sqrt{241+100\sqrt{5}}, 
\sqrt{1009+100\sqrt{101}}, \sqrt{25+2\sqrt{5}+2\sqrt{101}})




問2の  m=3,  k=\mathbb{Q}(\zeta_{3})=\mathbb{Q}(\sqrt{-3}) の場合,天野,水澤靖と筆者 ([Am2],
[AMM]) は  mod 3 トリプル Milnor 不変量を定義するとともに  R_{3}(k) を具体的に構
成し,トリプル立方剰余記号の数論的意味付けを与えました.  p_{1},  p_{2},  p_{3} を  \mathfrak{p}_{i}=(\pi_{i}) ,
 \pi_{i}\equiv 1mod (3\sqrt{-3}) なる3つの素イデアルとし,  ( \frac{\pi_{i}}{\pi_{j}})_{3}=1(i\neq j) と仮定します.
このとき,
 [\mathfrak{p}_{1}, \mathfrak{p}_{2},p_{3}]=\zeta_{3}^{\mu_{3}(123)},
 R_{3}(k)=\mathbb{Q}(\zeta_{3})(\sqrt[3]{\pi_{1}}, \sqrt[3]{\pi_{2}}, \sqrt[3]
{(x+y\zeta_{3}\sqrt[3]{\pi_{1}})^{2}(x+y\zeta_{3}^{2}\sqrt[3]{\pi_{1}})})
という形になります.ここで,  x,  y\in \mathbb{Z}[\zeta_{3}] は  x^{3}+\pi_{1}y^{3}=\pi_{2}z^{3} のある整数解です.
例えば,  (\mathfrak{p}_{1}, \mathfrak{p}_{2}, \mathfrak{p}_{3})=((-17), (-53), (-71))(resp.  ((-17), (-53), (-89))) のとき,
 [\mathfrak{p}_{i}, \mathfrak{p}_{j}]=1(i\neq j),  [\mathfrak{p}_{1}, \mathfrak{p}_{2}, \mathfrak{p}_{3}]=\zeta_{3}^{2}(resp.  \zeta^{3})
となり,3つの素イデアルは Borromean 環のように絡まっているように見えます.
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§2. Galois 元の Milnor 不変量
2.1. まず,純組み紐絡み目のMilnor 不変量を Artin 表現を用いて解釈します
([MK]. [Kd] は数論側の読者にはよい文献).  r\geq 2 に対し,  P_{r} を  r 本純組み紐群と
し,  F_{r} を文字  x_{1} , . . . ,  x_{r} で生成される自由群とします.Artin  ([Ar1], [Ar2]) は,  P_{r}
の君への作用
Ar:  P_{r}arrow Aut(F_{r})
で次の性質をもつものを見出しました: 任意の  i(1\leq i\leq r) と任意の   b\in 君に対





幾何的には,Artin 表現は,  b\in P_{r} の  r 点付き円板  D_{r} (  =2次元円板引く  r 点) へのモ




 \hat{b}=K_{1}\cup\cdots\cup K_{r} を  b を閉じて得られる  r成分絡み目とすると,下の絵
1
から分かるように,  x_{i} は  K_{i} のメリディアン,  y_{i}(b) は  K_{i} のロンジチュードを表しま
す.従って,絡み目  \hat{b} のMilnor 不変量  \mu(\hat{b};1\cdots n)=\mu(i\cdots n) は  y_{n} のMagnus 展開
における  X_{1}\cdots X_{n-1} の係数として与えられます:
 y_{i_{n}}(b)= \sum_{1\leq i_{1},\ldots,i_{n-1}\leq r}\mu(\hat{b};i_{1}\cdots i_
{n})X_{i_{1}}\cdots X_{i_{n-1}}.
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例.  b を下の絵のような純組み紐とすると,  \hat{b} はBorromean 環になります(組み
紐は上から下に向きづけます) :
















最後に,Johnson 準同型の組み紐版である Milnor 写像について述べます ([MS],
[No]).  \{F_{r}(n)\}_{n\geq 1} を丹の中心降下列とし,  gr_{n}(F_{r})  :=F_{r}(n)/F_{r}(n+1) とおきま
す.  f\in F_{r}(n) に対し,  [f]_{n}:=fmod F_{r}(n+1) と書きます.Ar に自然な準同型
 Aut(F_{r})arrow Aut(F_{r}/F_{r}(n)) を合成したものを  Ar(n) :  P_{r}arrow Aut(F_{r}/F_{r}(n)) とし,
 P_{r}(n):=Ker(Ar(n)) とおきます.  b\in P_{r}(n)\Leftrightarrow\mu(\hat{b};I)=0(|I|<n) に注意し,
Milnor 写像  \mu^{(n)} :  P_{r}(n)arrow gr_{1}(F_{r})\otimes gr_{n}(F_{r}) を
  \mu^{(n)}(b):=\sum_{i=1}^{r}[x_{i}]_{1}\otimes[y_{i}(b)]_{n}
と定義します.  Ar(b)(x_{1}\cdots x_{r})=x_{1}\cdots x_{r} より,  \mu^{(n)} の像は  D_{n}(F_{r})  :=Ker([ ,  ] :
 gr_{1}(F_{r})\otimes gr_{n}(F_{r})arrow gr_{n+1}(F_{r})) に入ることがわかります.
2.2. 数論側に移ります.  l を素数,  k を代数体とし,  Ga1_{k}:=Ga1(\overline{k}/k) を  k の絶
対Galois 群,  \hat{F}_{r} を君の副‐l 完備化とします,伊原  ([I1],[I2]) は,Artin 表現の数論的
類似として,  Ga1_{k} の  \hat{F}_{r} への作用
Ih :  Ga1_{k}arrow Aut(\hat{F}_{r})
で次の性質をもつものを考案しました: 任意の  i(1\leq i\leq r) と任意の  g\in Ga1_{k} に






ここで,  \chi_{l}(g) :  Ga1_{k}arrow \mathbb{Z}_{l}^{\cross} は  l‐円分指標です.組み紐の場合との類似により,  y_{i}(g)
を  g の  i‐番副  -l ロンジチュードと呼ぶことにします.伊原表現も,Artin 表現と同
様,幾何的な解釈をもちます.すなわち,  A  :=\{ao =\infty, a_{1}, . . . , a_{r}\} を  \mathbb{P} の  r 個の
 k 有理点とするとき,  Ga1_{k} の  \hat{F}_{r}=\hat{\pi}_{1}^{(l)}(\mathbb{P}(\mathbb{C})\backslash A;v_{0})  (:=\pi_{1}(\mathbb{P}(\mathbb{C})\backslash A;v_{0}) の副‐l 完
備化) への数論的モノドロミー表現として与えられます.ここで,  v_{0} は  a_{0} における
tangential 基点で,  \hat{F}_{r} の生成元  x_{i} は下の絵のような閉道として記述されます :
 \prime i
 x_{i}=\gamma_{i}^{-1}x_{i}'\gamma_{i}.
 y_{i}(g) についても,[I1], [W1] において,次式のような幾何的な記述が示されています:
 y_{i}(g)=g(\gamma_{i})^{-1}\gamma_{\dot{i}}.
以下,  k は  \zeta_{l}=e^{2\pi\sqrt{-1}/l} を含む と仮定します.Galois 元  g\in Ga1_{k} の  mod 1
Milnor 数  \mu_{l}(g;i_{1}\ldots i_{n}) は,  y_{i_{n}}(g) の  mod 1 Magnus 展開における  X_{i_{1}}\cdots X_{i_{n-1}} の
係数として定義されます.
例.  1\leq i\leq r に対し,  \mu_{l}(g;i) は  mod 1 Kummer 指標で与えられます.すなわち,
 a\in k^{\cross} に付随する  mod 1 Kummer 指標  \kappa_{a} :  Ga1_{k}arrow(\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})^{\cross} をg(面)  =\zeta_{l}^{\kappa_{a}(g)}面
により定義するとき,
  \mu_{l}(g;i)=-\sum_{1\leq j\neq\dot{i}\underline{<}r}\kappa_{a_{i}-a_{j}}(g) .




定理の主張は,組み紐でいうとMarkov 変換に対する Milnor 数の不変性を意味しま
す.これより,定理の仮定のもとで,  \mu_{l}(g;I) を  g の  mod 1 Milnor 不変量と呼ぶこ
とにします.
 \Omega_{A} を  Ker(Ih) に対応する体とします.これは  A の外で不分岐な  \mathbb{P}_{\mathbb{C}}^{1} のすべての
分岐  l‐被覆たちの最小定義体です.容易に分かるように,  \sigma\in Ga1(\Omega_{A}/k) に対し,
 \mu_{1}(\sigma;I):=\mu_{1}(g;I)
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が   g|_{\Omega_{A}}=\sigma なる  g\in Ga1_{k} の取り方によらず定義されます.  k の素イデアルの有限
集合  S_{A} を
 S_{A}:= {  \mathfrak{p}\in Spm(\mathcal{O}_{k})|v_{p}(l)>0 or  v_{\mathfrak{p}}(a_{i})<0 (ヨ i) or  v_{p}(a_{i}-a_{j})>0 (ヨ  i\neq j) }
と定義すると,[AI], [W4] により,  \Omega_{A}/k は  S_{A} の外で不分岐であることが示されて
います.これより,  \mathfrak{p}\in Spm(\mathcal{O}_{K})\backslash S_{A} かつ  N\mathfrak{p}\equiv 1mod 1 なる素イデアル  \mathfrak{p} に対し,
 mod 1 Milnor 不変量  \mu_{l}(\mathfrak{p};I) が定義されます.すなわち,  \mathfrak{p} 上にある  \Omega_{A} の一つの素
点撃のFrobenius 置換  \sigma_{\mathfrak{P}} に対し,  \mu_{1}(\sigma_{\mathfrak{P}};J)=0(|J|<|I|) と仮定するとき,
 \mu_{l}(\mathfrak{p};I):=\mu_{l}(\sigma_{\mathfrak{P}};I)
が撃の取り方によらず定義されます.
例.  1\leq i\neq j\leq r に対し,  k((a_{i}-a_{j})^{1/l}) は  \Omega_{A} に含まれ,
  \zeta^{\mu_{l}(\mathfrak{p};ij)}=(\frac{a_{j}-a_{i}}{\mathfrak{p}})_{1}
ここで,右辺は  \mathfrak{p} における  l べき剰余記号を表します.
§4で,伊原理論における素イデアルやのMilnor 不変量  \mu_{l}(p;I) と §1におけるや
のMilnor 不変量  \mu_{l}(I') との関係を  |I|=3,  |I'|=2 の場合に示します.
最後に,Galois 群に対する  mod 1 Milnor 写像を導入します.  \{\hat{F}_{r}(n)\}_{n\geq 1} を  \hat{F}_{r} の
 mod 1 Zassenhaus 降下列とし,  gr_{n}(\hat{F}_{r})  :=\hat{F}_{r}(n)/\hat{F}_{r}(n+1) とおきます.  f\in\hat{F}_{r}(n)
に対し,  [f]_{n}:=fmod \hat{F}_{r}(n+1) と書きます.Ih に自然な準同型  Aut(\hat{F}_{r})arrow
 Aut(\hat{F}_{r}/\hat{F}_{r}(n)) を合成したものを  Ih(n) :  Ga1_{k}arrow Aut(\hat{F}_{r}/\hat{F}_{r}(n)) とし,  Ga1_{k}(n)  :=
 Ker(Ih(n)) とおきます.  g\in Ga1_{k}(n)\Leftrightarrow\mu_{l}(\hat{g};I)=0(|I|<n) に注意し,  mod 1
Milnor 写像  \mu_{l}^{(n)} :  Ga1_{k}(n)arrow gr_{1}(\hat{F}_{r})\otimes gr_{n}(\hat{F}_{r}) を
  \mu_{l}^{(n)}(g):=\sum_{i=1}^{r}[x_{i}]_{1}\otimes[y_{i}(g)]_{n}
と定義します.  Ih(g)(x_{1}\cdots x_{r})=(x_{1}\cdots x_{r})^{\chi_{1}(g)} より,  \mu_{l}^{(n)} の像は  D_{n}(\hat{F}_{r}):=Ker([,  ] :
 gr_{1}(\hat{F}_{r})\otimes gr_{n}(\hat{F}_{r})arrow gr_{n+1}(\hat{F}_{r})) に入ることがわかります.
§3.  \mathbb{P}^{1}\backslash \{0,1, \infty\} 上の dilogarithmic Heisenberg 被覆





 \mathfrak{C}^{(l)}  :=\mathfrak{K}^{1/l} の非特異射影モデル  X^{1}+Y^{1}=Z^{1}.
澱(1)  ,   \varepsilon_{l}(t):=\prod_{\dot{i}=1}^{l-1}(1-\zeta_{l}^{i}t^{1/l})^{i}.
 \mathfrak{D}^{(l)}  :=\mathfrak{R}^{(l)} の非特異射影モデル.
例.  l=2.  \mathfrak{R}^{(2)}=k(\sqrt{t}, \sqrt{1-t}, \sqrt{1+\sqrt{t}}) の非特異射影モデルとして2次曲線
 \mathfrak{D}^{(2)}:U^{2}+V^{2}=2W^{2}(\simeq \mathbb{P}^{1})
がとれ,関数体の拡大に対応する分岐被覆は次のように与えられます:
 \mathfrak{D}^{(2)}  arrow  \mathfrak{C}^{(2)}  arrow  \mathbb{P}^{1}
 (W^{2}-U^{2}:UV:W^{2}) (U:V:W) \mapsto \mapsto (X^{2}:Z^{2}) =(X:Y:Z)




 \mathfrak{D}^{(3)}  arrow  \mathfrak{C}^{(3)}  arrow  \mathbb{P}^{1}
 (U^{3}-W^{3} : (1-\zeta_{3})UVW:U^{3}-\zeta_{3}W^{3}) (U:V:W)  \mapsto  \mapsto  (X^{3}:Z^{3}) =(X:Y:Z)
 \mathfrak{D}^{(l)} は  \mathbb{P}^{1} の  0,1,  \infty 上分岐する  H_{3}(\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})‐分岐被覆であることが示されます.次
の3.2節で説明する理由により,  \mathfrak{D}^{(l)}arrow \mathbb{P}^{1} をdilogarithmic  mod 1 Heisenberg
分岐被覆,  X:=\mathbb{P}^{1}\backslash \{0,1, \infty\} 上への制限の  (l)|_{\mathfrak{X}}arrow X をdilogarithmic  H_{3}(\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})-
被覆  \mathfrak{R}^{(l)} を  k(t) のdilogarithmic  mod 1 Heisenberg 拡大と呼ぶことにします.
(注)  \mathfrak{R}^{(l)}/k(t) はAnderson‐Ihara  ([AI]) のelementary extension, Wojtkowiak ([W5])
のpolylogarithmic extension の特別な場合とみられます.
命題.  a\in k\backslash \{0,1\},  A:=\{\infty, 0,1, a\} に対し,  \mathfrak{R}^{(l)}(a)\subset\Omega_{A}.
3.2. なぜ,  \mathfrak{D}^{(l)}|_{\mathfrak{X}}arrow X を市logarithmic  H_{3}(\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})‐被覆と呼ぶのか説明します.
それは,dilorarithmic function  Li_{2}(z) との類似から来ています.
まず,dilogarithmic function 側について思い出します.複素多様体  \mathfrak{X}(\mathbb{C}) 上の可
逆正則関数  f_{1},  f_{2} に対し,  (f_{1}, f_{2}) をDeligne, Bloch, Beilinson により導入された  X(\mathbb{C})
上の接続付き正則直線束とします (単に,Deligne 直線束と呼ぶことにします)([Be],
[B1], [D]). Deligne 直線束は Deligne コホモロジー  H^{*}(X, \mathbb{Z}(n)_{D}) におけるカップ積
として与えられます (ここで,  \mathbb{Z}(n)_{D} :  \mathbb{Z}(n)arrow \mathcal{O}_{\mathfrak{X}(c)}arrow d\Omega_{\mathfrak{X}(C)}
^{1}arrow^{d}  arrow d\Omega_{\mathfrak{X}(\mathbb{C})}^{n-1} は
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 X(\mathbb{C}) 上の Deligne 複体).同型  H^{0}(X(\mathbb{C}), \mathcal{O}_{\mathfrak{X}(\mathbb{C})}^{\cross})\simeq 
H^{1}(\mathfrak{X}(\mathbb{C}), \mathbb{Z}(1)_{D}) により,  f_{i} は
 c(f_{i})\in H^{1}(X(\mathbb{C}), \mathbb{Z}(1)_{D}) とみれるので,カップ積  c(f_{1})\cup c(f_{2}) は  H^{2}(X(\mathbb{C}), \mathbb{Z}(2)_{D})
の元を与えますが,同型  ([Br])
 H^{2}(X(\mathbb{C}), \mathbb{Z}(2)_{D})\simeq {  X(\mathbb{C}) 上の正則直線束 }  /\simeq
による  c(f_{1})\cup c(f_{2}) の像が Deligne 直線東  (f_{1}, f_{2}) を与えます.具体的には,開被覆
 X( \mathbb{C})=\bigcup_{a}砺をとり,  \log_{a}f_{i} を  \log f_{i} の  U_{a} 上の枝とするとき,  U_{a}\cap U_{b} 上の張り合わせ
の関数は  f_{1}^{\log_{a}f_{2}-\log_{b}f_{2}},  U_{a} 上の接続1‐形式は  \log_{a}f_{2}d\log fi で与えられます.また,対
応  \{f_{1}, f_{2}\}\mapsto(f_{i}, f_{2}) はBloch‐Beilinson regulator  K_{2}(\mathfrak{X}(\mathbb{C}))arrow H^{2}(\mathfrak{X}(\mathbb{C}), \mathbb{Z}
(2)_{D})
([Be], [B1]) を与えます.  (f_{1}, f_{2})=1 はDeligne 直線束が自明化をもつことを意味
しますが,特に,  A=\{0,1, \infty\},  (f_{i}, f_{2})=(1-t, t) の場合,dilogarithmic function
 Li_{2}(t)=- \int_{0}^{t}\log(1-z)d\log z=\sum_{n=1}^{\infty}t^{n}/n^{2} が具体的な自明化を与えます.
他方,Heisenberg被覆側についてみてみます.スキーム  X上の可逆正則関数  f_{1},  f_{2}
に対し,  (f_{1}, f_{2})_{l} を次のように定義される  \mathbb{Z}/l\mathbb{Z} をband にもつ  X上の gerbe としま
す  ([Gi]) . すなわち,このgerbe はエター)レコホモロジー  H_{e't}^{*}(\mathfrak{X}, \mu_{l}^{\otimes n})=H_{e't}^{*}(\mathfrak{X}, 
\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})
におけるカップ積として次のように与えられます (ここで,  \mu_{l} は  X上の1の  l 乗根
のエタール層).Kummer 写像  H_{et}^{0}(X, \mathbb{G}_{m})arrow H_{e't}^{1}(\mathfrak{X}, \mathbb{Z}
/l\mathbb{Z}) による  f_{i} の像を  c(f_{i}) と
します.カップ積  c(f_{1})\cup c(f_{2}) は  H^{2}(X, \mathbb{Z}/l\mathbb{Z}) の元を与えますが,同型  ([Gi])
  H^{2}(\mathfrak{X}, \mathbb{Z}/l\mathbb{Z})\simeq {  \mathbb{Z}/l\mathbb{Z} をband にもつ  X上の  gerbe}  /\simeq
による  c(f_{1})\cup c(f_{2}) の像がgerbe  (f_{i}, f_{2})_{l} を与えます.具体的には,  (f_{1}, f_{2})_{l} は,  X上の
群スキームの中心拡大  1arrow \mathbb{Z}/l\mathbb{Z}arrow H_{3}(\mathbb{Z}/1\mathbb{Z})
arrow(\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})^{\oplus 2}arrow 1 と  (\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})^{\oplus 2_{-}}
被覆  \mathcal{C}^{(l)}(f_{1}, f_{2})  :={\rm Spec}(k[t, (t-a_{i})^{-1}(1\leq i\leq r), f_{1}^{1/l}, f_{2}^{1/l}])
arrow X に付随する gerbe,
すなわち,  (\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})^{\oplus 2}‐被覆  \mathcal{C}^{(l)}(f_{1}, f_{2})arrow X を  H_{3}(\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})‐被覆へ持ち上げることに対
する障害と見られます  ([Br1;5.2], [Br2; 5]) . また,対応  \{f_{1}, f_{2}\}\mapsto(fi, f_{2})_{l} はSoulé
regulator  K_{2}(\mathfrak{X})\otimes \mathbb{Z}/l\mathbb{Z}arrow H^{2}(\mathfrak{X}, 
\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})([S]) を与えます.  (f_{1}, f_{2})=1 はgerbe が
自明化,すなわち,  C^{(l)}(f_{1}, f_{2})arrow X の持ち上げである  H_{3}(\mathbb{Z}/lZ) ‐被覆が存在するこ
とを意味します.  C^{(l)},  \mathcal{D}^{(l)} において  c=1 ,  A=\{\infty, 0,1\},  fi=1-t,  f_{2}=t としま
す.このとき,  C^{(l)}(1-t, t)=C^{(l)} で,  H_{3}(\mathbb{Z}/l\mathbb{Z}) ‐被覆  \mathcal{D}^{(l)}|_{\mathfrak{X}}arrow X は  (1-t, t)_{1} の自明
化を与えます.




この節では,§1における素イデア)  \ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{p} のMilnor 不変量  \mu_{l}(I') と §2の伊原理論に
おける素イデアル  p のMilnor 不変量  \mu_{l}(\mathfrak{p};I) との関係を  |I|=3,  |I'|=2 の場合に
示します.
 l=2,  k=\mathbb{Q} とし,3つの素数  p_{1} ,p2,  p_{3} は
 p_{i} \equiv 1mod 4, (\frac{p_{i}}{p_{j}})=1(1\leq i\neq j\leq 3)
を満たすとし,  R_{2} をRédei [R] の  H_{3}(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})‐拡大とします (cf. §1の例):
 R_{2}=\mathbb{Q}(\sqrt{p_{1}}, \sqrt{p_{2}}, \sqrt{x+y\sqrt{p_{2}}}), x^{2}+
p_{1}y^{2}=p_{2^{Z^{2}}}.
§2の記号で,  A:=\{a_{0}=\infty, a_{1}=0, a_{2}=1, a_{3}=p_{1}(y/x)^{2}\} を考え,  p_{3}\neq S_{A} としま
す.このとき,次の定理が得られます.
定理4.1. (1)  R_{2}=\mathfrak{R}^{(2)}(p_{1}(x/y)^{2}) .
(2)  [p_{1},p_{2},p_{3}] は  \sqrt{\varepsilon_{2}(t)} の副‐  2 ロンジチュード  y_{3}(\sigma_{p_{3}}) に沿うモノドロミー
に等しい.特に,
 \mu_{2}(123)=\mu_{2}(\sigma_{p_{3}};12) .
 1=3,  k=\mathbb{Q}(\zeta_{3}) とし,3つの素イデア)  \triangleright \mathfrak{p} 1  =(\pi_{1}) , P2  =(\pi_{2}),  p_{3}=(\pi_{3}) は
  \pi_{i}\equiv 1mod (3\sqrt{-3}), (\frac{\pi_{i}}{\pi_{j}})_{3}=1(1\leq i\neq j
\leq 3)
を満たすとし,  R_{3} を [AMM] の  H_{3}(\mathbb{Z}/3\mathbb{Z})‐拡大とします (cf. §1の例):
 R_{3}=\mathbb{Q}(\zeta_{3})(\sqrt{\pi_{1}}, \sqrt{\pi_{2}}, \sqrt[3]{\theta}), 
x^{2}+p_{1}y^{2}=p_{2^{Z^{2}}}.
§2の記号で,  A:=\{a_{0}=\infty, a_{1}=0, a_{2}=1, a_{3}=-\pi_{1}(y/x)^{2}\} を考え,  \mathfrak{p}_{3}\neq S_{A} とし
ます.このとき,次の定理が得られます.
定理4.2. (1)  R_{3}=\mathfrak{R}^{(3)}(-\pi_{1}(x/y)^{3}) .
(2)  [\mathfrak{p}_{1}, \mathfrak{p}_{2}, p_{3}]_{3}^{-1} は  \sqrt[3]{\varepsilon_{3}(t)} の副‐  3 ロンジチュード  y_{3}(\sigma_{p_{3}}) に沿うモノドロミー
に等しい.特に,
 \mu_{3}(123)=-\mu_{3}(\sigma_{p_{3}};12) .
定理4.1 4.2の証明は 代数関数  \sqrt[l]{\varepsilon_{l}(t)} の副‐l ロンジチュードに沿うモノドロミー
を具体的に計算することによります.この種の議論は,私は,中村博昭,Wojtkowiak
の仕事  ([NW], [W]\sim[W5]) から学びました.
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§5. 問題  - Galois 元の Kontsevich 不変量
絡み目のMilnor 不変量は Vassiliev 不変量 (有限型不変量) であることが知られ
ています ([Ba]). 一方,すべてのVassiliev 不変量を導く普遍的な不変量として Kont‐
sevich 不変量があります  ([Kn]) . 従って,原理的にはMilnor 不変量は Kontsevich 不
変量から導かれるわけですが,それを明示的に実行したのがHabegger とMasbaum
の仕事  ([HaMa]) です.
各頂点から1本または3本の辺が出ている有限グラフを1‐3価グラフといいま
す.1価頂点がすべてある1次元有向コンパクト多様体  M上にあるとき,1‐3価グ
ラフを  M 上の Jacobi 図と呼びます.頂点の数の半分を Jacobi 図の次数といいま
す.以下,  M=\sqcup_{i=1}^{r}[0,1] の場合を考えます.  \mathcal{A}_{r} をJacobi 図で生成され,下の関係
式AS, IHX, STU を条件とする  \mathbb{Q}‐ベクトル空間とします.
 r 本純組み紐  b のKontsevich 不変量  Z(b) は  \mathcal{A}_{r} に住んでいます.
次に,樹木 (連結かつ単連結な Jacobi 図) で生成される  \mathcal{A}。の部分空間を  C_{r}^{t} , その
次数  n の部分を  C_{r}^{t,(n)} とします.このとき,  C_{r}^{t,(n)} は  \mathbb{Q}‐ベクトル空間として  D_{n}(F_{r})
と同一視されます ([MS], [No]). したがって,2.1で定義された Milnor 写像は  C_{r}^{t,(n)_{-}}
値とみなされます.  Z(b) を  C_{r}^{t} へ射影した像を  Z^{t}(b) とします.このとき,Habegger
とMasbaum は次を示しました.
定理  ([HaMa]) .  b\in P_{r}(n) に対し,  Z^{t}(b)=1+\mu^{(n)}(b)+(n+1) 次以上の項.
問題は,上記定理の数論的類似です.すなわち,  \mathbb{Q} を  \mathbb{Z}/l\mathbb{Z} で置き換えることにより,
 mod 1 のJacobi 図の空間  \mathcal{A}剛と樹木の部分空間  \mathcal{C}_{r,l}^{t} が定義され,2.2で定義された
 mod 1 Milnor 写像は  C_{r,l}^{t}-fLE とみなされます.
問題.Galois 元  g\in Ga1_{k} に対して,  mod 1 “Kontsevich 不変量”  Z_{l}(g) を定義し,
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